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Resumen

Se presentan conceptos clasicos de la teoria de los niimeros presentes
en la definicién de suma sobre los factores de un ntmero natural,
mostrando que las iteraciones sobre este tipos de sumas satisfacen la
propiedad lineal desde un punto de vista elemental

1. Introduccion

En el estudio de la teoria de ntimeros, es comin centrarse en ciertas propie-
dades de los nimeros Naturales, tales como la forma de escindir a un nimero
natural en sus factores, especialmente en su descomposiciéon canénica prima, es
decir, en potencias sus factores primos. En este contexto, no es de sorprender
que al definir el operador ¥ sobre el conjunto de los factores de un niimero na-
tural, exista una relacién entre las funciones aritméticas y la propiedad lineal en
la iteracién del operador Suma sobre las funciones aritméticas. Por lo tanto, el
objetivo de este texto es revisar de forma breve la propiedad lineal en la itera-
cién, aplicada sobre el conjunto de factores de un niimero natural y mostrar su
conexién con el algebra matricial, lo que sirve como referencia para el estudio
general de las Iteraciones sobre el operador ¥ respecto de conjuntos arbitrarios
de nimeros Naturales y su representacién matricial asociada.

Comencemos con algunas definiciones usuales.

Definicién 1.1 Sean n,nq,...n,,m € N y sean pi,...,p, nimeros primos
tales que n = pi* ---pl'm. Entonces se dird que pi* ---pm es la descomposicion
prima de n.
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De la definicién anterior se tiene que,

Observacién 1.2 Sea n € N y n = pi*---plm. su factorizacion candnica,
entonces resulta inmediato lo siguiente,

i) d | n, es decir, d es un factor de n, st, y solo si, d = pi*---p% donde, b <m
ya; < n; Vi.

.. ’ 7 n
i) d | n si, y solo si, - esun factor de n.

2. Iteraciones sobre el operador Z[ ]
dn

Ahora, ya tenemos los conceptos necesarios para definir la suma sobre los
factores de un nimero natural n. Propiamente, lo que se define es un operador
aditivo g [ ], sin pérdida de generalidad, asociado con las funciones aritméticas.

d|n
n

De forma andloga al operador Z[ ], se definiran las iteraciones del operador
ko1
Z[ ] sobre A(N) y se revisara la propiedad lineal en las iteraciones.
d|n

Definicién 2.1 Sea f € A(N) y n € N. Diremos que la suma respecto a los
factores de n de la funcion aritmética f, es la funcion aritmética h tal que

h(n) = f(d1) + -+ f(dm),

donde, dl,- dm sON todos los factores de n. Y se denotard de forma usual
como, h(n Z f(d Z fld
n=dp

Y por otra parte, recordemos la definicién de producto de Cauchy o convo-
lucién.

Definicién 2.2 Sean f,g € A(N) se dice que el producto de Cauchy de las
funciones f y g es una funcion aritmética h talque,

=Y fdg(5) = > (@)

d|n n=dp
y la se denota de forma usual como, h(n) = f(n) * g(n).
De la Definicién es inmediato que, = f(n) x g(n) = g(n) x f(n).
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Una vez que se ha definido el operado Z[ | sobre las funciones aritméti-
d|n
cas, vamos a proceder con las definiciones comunes, utilizando nuestra notacién
iterativa.

Definicién 2.3 Sea f € A(N) y r,n € N. Diremos que la funcion iterada de
grado r de la funcidn f sobre el operador Z[ |, es una funcidn aritmética h tal
d|n

h) =33 > N fd)

dy|n dzldy dr—1ldr_2 dr|dr_1

3 f.
d|n

que

y la denotaremos como

Definicién 2.4 Sea f € A(N). Diremos que la funcion f, es su iterada de grado

0 sobre el operador Z[ | v lo denotaremos como,
d|n

fn) =" f(d).

d|n

Definicién 2.5 Sea f € A(N), n,r € N. Diremos que la funcidn iterada inversa
de grado -r de la funcion f sobre el operador Z[ |, es una funcion aritmética
d|n

F) =33 > Y h(dy)

dyi|n dz|dy dr_1|dy_2 dr|dr—1

> ).
d|n

h tal que

y la denotaremos como,

Como es usual en la teoria analitica de los nimeros, representaremos a la
funcién divisor como 6, es decir, la funcién que da el nimero de divisores de un
nimero natural. Entonces podemos ver la siguiente observacion.

Observacién 2.6 Sean n € N yn = pi* ---pllm_ su representacion candnica,
entonces veamos los siguiente.

i) 6(n) =) (f(d)=1)
d|n
it)d(n)=(m1+ 1) (nyp +1)
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Ahora, que se ha introducido la funcién divisor, podemos establecer una
definicién mas.

Definicién 2.7 Sea r € Z definimos a la funcion aritmética &, como,
6e(m)=73 1L
d|n
Observacion 2.8 Vr € Z se tiene que,

Z) 6r+1(n) = Z(Sr(d)
d|n

ni+1 Nm+1
D INED PRI Pt
dln k=1 fe =1

Por otra parte, demostremos el siguiente resultado.

Teorema 2.9 Sean f1, f2, 91,92 € A(N) tale que,
g1(n) = Zfl(d) y g2(n) = Zfz(d)-
dln

dln
FEntonce se tiene que,

Z fi (@92(%) = Zf2(d)gl(%)'
d|n d|n

Demostracion. Es inmediato, solo hay que utilizar la Observacion y la

Definicion [2.1]
S he(3) = Y Ald)g(d)

dl’n n:d1 d2

= Y Ald) D fap)

n=dds d2=p1p2

= Y fld)fa(m)

n=d1p1p2

= Y filp)faldy)

n=d1p1p2

= Y fald)film)

n=d1p1p2

= Y fld) Y filp)

n=dids do=p1p2

= > fald)gi(de)

n:d1 d2

= ZfZ(d)gl(%)'

d|n
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Por otro lado, del teorema anterior se demuestra facil el siguiente resultado.

Teorema 2.10 Sean f € A(N), r € Z. Demostrar que

ZT f(n Z 6,.(d) f(n/d)

d|n

Demostracion. Se prueba utilizado induccion, basta con recordar que V7 se tiene

que,
braat) = Y )
d|n
y suponiendo que, g(n Zf . Entonces, utilizando el Teorema |2.9 se
d|n

sigue que,

Zf(d 1 Z!J

d|n d|n

Y aplicando la hipotesis de induccion,

> gld) =" gld)an(5
d|n

d|n

Por lo tanto,
>, T Z F(d)ora (
d|n

Con este ultimo resultado se expone la linealidad en la iteracién del operador
Z[ | sobre las funciones aritméticas, fundamentada solo con las propiedades
d|n
aritméticas de los nimeros naturales. Para finalizar este apartado solo daremos
una extensién compleja de la funcién aritméticas d,.(n) y la correspondiente
extension compleja del concepto de iterada de orden complejo.

Definicién 2.11 Sean Vz € C,n € N y n = pi*---pl'm. la factorizacion
candnica de n, se define la funcion aritmética 6, ( ) como,

d,(n)=0,(n1+1)---0,(nym + 1)

Donde,
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Definicién 2.12 Sean f € A(N) y z € C. Diremos que la funcidn iterada de

grado z de la funcion f sobre el operador Z[ | es una funcidn aritmética h tal
d|n

2(5 f(n/d)

que,

y la denotaremos como

n)=  f(d)
d|n

3. Ejemplos de iteradas sobre el operador Z[
dln

Para esta seccién se utilizarda lo visto en [Iteraciones sobre el operador ¥
respecto a una matiz, propiedades y algunos ejemplos. Por lo tanto, se entendera
que se esta familiarizado con los conceptos y la notacién.

Problema 3.1 Demostrar Vz € C que,

%(") log(n), z#0,

ZZA(d) =
d|n

A(n) z=0.

Problema 3.2 Sean z € C\ {0}, n,m € N yn =p7*---p" la descomposicion
canonica de n. Demostrar que,

. i \" 1)( pi )T
& = L L
%m ((pi - 1) P Emﬂ (pi pi—1
pt " znt_ 7 pf "
((pf i) Zw( )@J)

Problema 3.3 Seann € N yn = p* - plm la descomposicion candnica de n.
Demostrar que,

25 (2n1 + 1) (2nq (2nm, + 1) (21,
nl n1 47Lm N,

d|n
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Problema 3.4 Sean z,w € C y f € A(N) Demostrar que,
i)
Zw 62(d) = buw+=(n)
d|n
Do fd)y=)" > fld)

dn  di|d din  di|d

Problema 3.5 Seanp € Z, f,g € A(N) y D = [D(n,m)]n,men € TIngn(C) tal

que,

1, m|n,

D(n,m) =

0 mtn
Demostrar que,
i)

o), mln,
DP(n,m) =

n

Dy T0) =2 f(@)
d|n

ke
iii) f(n) +” g(n) = f(n) x g(n)
Problema 3.6 Sean z,w € C,z e R, peZ, teN, y f € A(N) y definamos lo
stquiente,

a) vy(z,n) = n%0,(n).

b) @37 (n) = @u(n) * -+ x pu(n)

t—veces

—

donde,

b1) @77 (n) = hy, () x -+ x hy, (n)

donde,
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c) o7 (n) =0,(n)x---x0,(n)

t—veces

donde,
oz(n) = Z d*
dln

c1) 077" (n) = ho, (n) % -+ % ho, (1)

t—veces

donde,

d) E = [E(n,m)]n men tal que,

m*,  m|n,
E(n,m) =
0 min
Desmostar que,
i) Uy (2, n) * vy (2, 1) = Uyt (x,n)
i) vy (x,n) % f(n) =n* Zw fé;l)
d|n
i) VP (2, n) = Upy(x,n)
i) 0z (V) * oz (n) = va(x,n)
) 62 (1) = 3 vnpla,d)
d|n
v 2
E~Y(n,m) = 7
0 min
i) S fk=g) & =3 LD
k:l]E dln_l ne

Es claro que los ejemplos presentados han sido ampliamente estudiados por
diversos autores, lo inico que se realizo de forma independiente es mostrar como
pueden ser desarrollados con nuestra notacién iterativa. El objetivo principal
fue introducir el concepto de iterada sobre el operador Z[ | ya que servird

d|n
n

como un punto de comparaciéon con el operador Z[ ], para mostrar la idea
k=1

general de suma sobre conjuntos arbitrarios de nimeros naturales, definiendo

operadores aditivos que cumplirdn las propiedad lineal en la iteracién sobre

funciones aritméticas.
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